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Sei £y eine einfache Lie-Algebra lUber dem beliebigen Korper K. Sei
® = {rq,...,ro} das Wurzelsystem von L£x und N = {rq,...,r}
das zugehorige fundamentale Wurzelsystem. Wir ordnen alle Wur-
zeln nach einer Ordnungsrelation, die kompatibel zu deren HOhe ist.
Die HOohe einer Wurzel r ist

[ [
h(?“) = Z Aj, falls r = Z AT ist.

Sei £(K) die Chevalley-Gruppe vom Typ £ lUber K. Sie wird von
Elementen z,(t), r € &, t € K erzeugt. Die Untergruppe

U= <z(t) | r€d>+,t€K>
ist die unipotente Untergruppe von £(K).



Jedes Element von U ist also ein Produkt von Wurzelelementen x,(t)
und kann als solches nach einem Satz eindeutig in aufsteigender Rei-
henfolge der Wurzeln geschrieben werden. Diese eindeutige Form nen-
nen wir die kanonische Form.

Zum Berechnen der kanonischen Form benutzen wir einige Relatio-
nen, die fur die Chevalley-Gruppe gelten. Hauptsachlich die Relation

xr(t)zr(u) = zr(t + u)

und Chevalleys Kommutatorformel, die eingeschrankt auf U wie folgt
lautet:

[zs(u), zr(t)] = H xir—l—js(cijrs ' (_t)i ' uj)’
i,7>0
falls r,s € &t linear unabhangig sind und das Produkt uber alle po-

sitiven Wurzeln der Form or 4+ 3s, ¢ > 0, 57 > 0O lauft, in aufsteigender
Reihenfolge. Jedes (s ist dabei eins von +1,+2, £3.



Die Berechnung der kanonischen Form eines Elementes ist im allge-
meinen aufwendig:

e Als Produkt von Wurzelelementen kann es beliebige Lange haben.

e Falls ein Element x = zy;(¢1) - - - r,(tn) kanonische Form hat, so
hat sein Inverses niemals die kanonische Form (es sei dennn = 1):

T = o, (—tn) - ory (—t1)

e Das Produkt zweier Elemente in kanonischer Form hat im allge-
meinen nicht die kanonische Form: Ty (t1)xry(t2) - g (u)

® USW.



Man kann sich also viel muhsame Arbeit ersparen, indem man die
Berechnung der kanonischen Formen dem Computer uberlaBBt. Das
Entwickeln und Implementieren der entsprechenden Algorithmen ist
Inhalt dieser Diplomarbeit.

Als geeignet hat sich das Algebrasystem GAP4.2 erwiesen, fur das
ich das Share Package Unipot geschrieben habe. Es bietet dem An-
wender die Moglichkeit, mit Elementen unipotenter Untergruppen von
Chevalley-Gruppen iber einem beliebigen Korper (in beliebiger Cha-
rakteristik) mit den Wurzelsystemen A;, B;, C;, D;, Eg, E7, Eg, F4 und
Go zu rechnen, insbesondere deren kanonische Form zu bestimmen.
Daruberhinaus werden auch Funktionen wie Multiplikation, Invertie-
ren, Potenzieren mit ganzen Zahlen, das Berechnen des Kommutators
zweier Elemente zur Verfugung gestellt.



Zunachst generieren wir die unipotente Untergruppe einer Chevalley-
gruppe, hier z.B. unipotente Untergruppen von Gruppen A4(Q), C3(2)
und D4(49)Z

gap> U_A4 := UnipotChevSubGr( "A", 4, Rationals );

<Unipotent subgroup of a Chevalley group of type A4 over Rationals>
gap> U_C3 := UnipotChevSubGr( "C", 3, GaloisField(2) );
<Unipotent subgroup of a Chevalley group of type C3 over GF(2)>
gap> U_D4 := UnipotChevSubGr( "D", 4, GF(49) );

<Unipotent subgroup of a Chevalley group of type D4 over GF(772)>
gap>

gap>

gap> Size(U_A4);

infinity

gap> Size(U_C3);

#I The order of this group is 279 which is

512

gap> Size(U_D4);

#I The order of this group is 49712 which is
191581231380566414401

gap>



Nun konnen wir auch einige Elemente in den Gruppen erzeugen, SO
z.B. mit

gap> x := UnipotChevElemByFC( U_A4, [0,0,0,1], 3 );
x{[ 0, 0, O, 1 1}C 3)

gap> y := UnipotChevElemByFC( U_A4, [0,1,1,0], 7 );
x {[O0, 1, 1, 0 1}XC 7))

gap> z := y*X;

x{[ 0, 1,1, 01}C7 ) *xx_{[ 0, 0, O, 1 1}C 3)
gap>

die Elemente z = z,(3), ¥y = z,.,4,,(7) und schlieBlich z = yz in der
unipotenten Untergruppe U_A4 mit dem fundamentalen Wurzelsystem

M= {ri,7m2,73,74}.



Die kanonische Form von z ist 5’3T4(3)$r2+r3(7)$(r2+r3)+r4(—21)3

gap> CanonicalForm(z);
x{[ 0, 0, 0, 1 J}(3) x»x_{[0, 1,1, 01} 7 ) *xA{[0, 1,1, 1]}(-21)
gap>

Das Inverse von z ist x4 (—3)z,,4,,(—7) und ist bereits in kanonischer
Form:

gap> z"-1;

x{[ 0, 0, 0, 1 1}C-3) *x_{[ 0, 1,1, 0 1}C -7 )
gap> CanonicalForm(z~-1);

x{[ 0, 0, 0, 1 1}C-3) *xx_{[ 0, 1,1, 01} -7)
gap>

Oder wir konnen den Kommutator von x und y ausrechnen:

gap> Comm( x, y, "canonical" );
x{[ 0, 1, 1, 1 J}( 21 )
gap>



Desweiteren ist auch symbolisches Rechnen mit unipot maoglich. An-
statt

[x’l“4(3)7x?“2—|—’r3(7)] — x(r2—|—r3)—|—r4(21)
mochte man folgende Rechnung durchfuhren:

[$T4<t)7 $T2—|—T3(U)] — x(r2+r3)+r4(tu)7
denn diese sagt wesentlich mehr aus und gilt in einem Dbeliebigen
Korper.

gap> Q := PolynomialRing( Ratiomals, ["t", "u"] );
PolynomialRing(..., [ t, u 1)

gap> t := IndeterminatesOfPolynomialRing(Q) [1];;

gap> u := IndeterminatesOfPolynomialRing(Q) [2];;

gap>

gap> Ul_A4 := UnipotChevSubGr("A", 4, Q);

<Unipotent subgroup of a Chevalley group of type A4 over
PolynomialRing( Rationals, [ t, u ] )>

gap>



Jetzt erscheint das obige Beispiel in einem neuen Licht:

gap> x := UnipotChevElemByFC( U1_A4, [ O, 0, O, 1 1, t);
x_{[ 0, 0, 0, 1 1}Ct)

gap> y := UnipotChevElemByFC( U1_A4, [ O, 1, 1, 0 ], w);
x_{[0, 1,1, 01}Cu)

gap> Comm( x, y, "canonical" );

x_{[ 0, 1, 1, 1 1}(C t*u )

gap>

Oder ein Beispiel in der unipotenten Untergruppe der Chevalley-Gruppe
B>(Q) mit dem Wurzelsystem:

0=>=0

ry T2
gap> U := UnipotChevSubGr( "B", 2, Q );;
gap> Comm(UnipotChevElemByFC( U, [0,1], t ),
> UnipotChevElemByFC( U, [1,0], u ),
> "canonical") ;
x_{[ 1, 1 1}C -t*u ) x x_ {[ 1, 2 1}( -t"2%u )
gap>



Im folgenden mochten wir ein Beispiel demonstrieren, bei dem ein be-
sonderer Effekt der Chevalley-Gruppen mit zweifach-Bindungen zum
Vorschein tritt: Wir rechnen den Kommutator von z,,(t) und z,. 4, (u)
aus:

gap> Comm(UnipotChevElemByFC( U, [0,1], t ),

> UnipotChevElemByFC( U, [1,1], u ),
> "canonical");

x_{[ 1, 2 1}( -2%t*u )

gap>

Dies bedeutet, daB die beiden Elemente x,,(t) und z,, 4,,(u) genau
dann vertauschbar sind, wenn die Charakteristik des zugrundeliegen-
den Korpers 2 ist.



Uber dem Primkorper GF(2) sieht dieses Beispiel so aus:

gap> gf2 := PolynomialRing( GF(2), ["t", "u"] );
PolynomialRing(..., [ t, u 1)

gap> t := IndeterminatesOfPolynomialRing(gf2) [1];;

gap> u := IndeterminatesOfPolynomialRing(gf2) [2];;

gap>

gap> U := UnipotChevSubGr( "B", 2, gf2 );

<Unipotent subgroup of a Chevalley group of type B2 over
PolynomialRing( GF(2), [ t, u ]l )>

gap>

gap> Comm(UnipotChevElemByFC( U, [0,1], t ),
> UnipotChevElemByFC( U, [1,1], u ),
> "canonical");

<identity>

gap>

Hier haben wir die Zusatzinformation, namlich die Charakteristik 2,
ausgenutzt.
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